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威布尔分布多元回归分析方法
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摘要: 提出威布尔分布多元回归分析方法,建立回归参数的最佳无偏整体估计及其协方差公式,给出威布尔

分布、极值分布和正态分布的百分位值 (如可靠寿命和安全强度)的置信限估计。传统的多元回归分析只适用

于正态分布和完全数据的情况,而本文则将其推广到威布尔分布、极值分布和截尾数据的情况。与传统的成组

试验和最佳线性无偏估计方法相比,本文方法可以将不同条件的试验数据作为一个整体进行统计推断,能够

全面开发利用不同条件下试验数据之间的横向信息,在试样数相同的情况下,具有更高的估计精度,而在精度

相同的条件下,则可以节省大量试样。

关　键　词: 航空、航天推进系统;多元回归分析; 最佳无偏整体估计; 截尾试验; 威布尔分布; 极值分布;

正态分布; 可靠性

中图分类号: TB 114; O 211　　文献标识码: A

M ultiple Regression Ana lysisM ethod

for W e ibull D istr ibution
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Abstract: A new m ultip le regression analysis m ethod fo r W eibull distribution and ex trem e

distribution is p resen ted. T he best unbiased in tegral estim ation fo r regression param eters and

their covariance are established by the m ethod. T he po in t estim ato rs and confidence in tervals of

W eibull distribution, ex trem e distribution and norm al distribution are also given. T he p resen t

m ethod ex tends the traditional m ultip le regression analysis that is on ly suitable to norm al distri2
bution and comp lete data to W eibull distribution, ex trem e distribution and censo red data. Com 2
pared w ith the traditional group test m ethod and best linear unbiased estim ation, the p resen t

m ethod can fully exp lo it and app ly the crossw ise info rm ation among the test data in differen t

states; thus it reaches a better p recision and a great num ber of specim ens can be saved.
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1　引　言

　　通常机电设备需在多种服役环境下工作,工

程上要求对每种服役环境下的机电设备进行寿命

预测和可靠性评估。由于机电设备的寿命一般服

从威布尔分布,而传统回归分析又只适用于来自

正态分布的完全数据[1 ] ,所以无法将机电设备在

多种服役环境下的试验数据作为一个整体进行统

计分析。目前只能采用成组试验法和最佳线性无

偏估计方法进行数据处理,但是这两种方法都是

对不同条件下的试验数据分别进行处理,这就要

求在每种条件下都做大量的试验,从而导致总的

试验量很大。为此,本文建立威布尔分布的回归分

析方法,将传统的多元回归分析推广到威布尔分

布、极值分布和截尾数据的情况,可以对不同条件

下的试验数据进行整体推断,既能提高预测精度,

又可节省大量试样。

2　威布尔分布多元线性回归分析

2. 1　回归系数及其协方差估计

　　设随机变量 t服从威布尔分布,则其对数

y = ln t服从极值分布,设随机变量 y 与自变量 x 1,

x 2,⋯, x r成线性关系:

y = a + b1x 1 + b2x 2 + ⋯ + brx r + Ε
　　Ε～ EV (0, Ρ) (1)

式中 a, b1, b2,⋯, br, Ρ为待定参数。设在状态
x j = (x j1, x j2,⋯, x j r)进行 n j 个试样的试验,

y j 1≤y j 2≤⋯≤y j qj
为观测到的前 qj 个定数截尾

样本数据, j = 1, 2,⋯, m ,则根据文献[ 2 ]可知,

a, b1, b2,⋯, br, Ρ的最佳无偏整体估计量 aδ, bδ1, bδ2,

⋯, b
δ

r, Ρδ由下面诸式给出:

a
δ = yλ - b

δ
1xθ1 - b

δ
2xθ2 - ⋯ - b

δ
rx
θ

r - Ρδuλ (2)

bδ= (b
δ

1, b
δ

2,⋯, b
δ

r, Ρδ) T = L - 1
x x L x y (3)

式中:

n′= ∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k l (4)

xθ i =
1
n′∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lx j i (5)

uλ =
1
n′∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lu jk (6)

yλ =
1
n′∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk ly jk (7)

L x x = ( li1 i2
) (r+ 1)× (r+ 1) (8)

L x y = ( liy ) (r+ 1)×1 (9)

li1 i2 =

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk l (x j i1 - xθ i1

) (x j i2 - xθ i2
)　　1≤ i1 ≤ r,　1≤ i2 ≤ r

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk l (x j i1 - xθ i1

) (u jk - uλ)　　1≤ i1 ≤ r,　i2 = r + 1

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1

g jk l (u jk - uλ) (u j l - uλ)　　　i1 = r + 1,　i2 = r + 1

(10)

liy =

∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k l (x j i - xθ i) (y j k - yλ)　　1≤ i≤ r

∑
m

j = 1
∑

qj

k, l= 1

g j k l (u jk - uλj ) (y j l - yλ)　　i = r + 1

(11)

其中 (g jk l) qj×qj
= (v j k l) - 1

qj×qj
, u j k和 v jk l分别为标准极值分布顺序统计量的数学期望和协方差,由下面诸式

计算:

u jk =∫
1

0

n j !
(k - 1) ! (n j - k) !

p k- 1
k (1 - p k) n j - k ln ln

1
1 - p k

dp k (12)

v jkk =∫
1

0

n j !
(k - 1) ! (n j - k) !

p k- 1
k (1 - p k) n j - k ln ln

1
1 - p k

2

dp k - u2
jk (13)

v jk l =∫
1

0∫
p l

0

n j !
(k - 1) ! ( l - k - 1) ! (n j - l) !

p k- 1
k (1 - p l) n j - l (p l - p k) l- k- 1 ×

ln ln
1

1 - p k
ln ln

1
1 - p l

dp kdp l - u j ku j l　　　 (k < l) (14)

　　可以证明, aδ, bδ1, bδ2,⋯, bδr, Ρδ是 a, b1, b2,⋯, br, Ρ的最佳线性无偏整体估计。大量M onte Carlo 模拟表
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明,当数据总量 q= ∑
m

j= 1
qj 稍大时,它们的分布即可近似为正态分布。aδ, bδ1, bδ2,⋯, bδr, Ρδ的方差、协方差矩阵

为:

Cov (a
δ, bδ1, bδ2,⋯, bδr, Ρδ) T = Ρ2 (ci1 i2

) (r+ 2) (r+ 2) (15)

式中:

(ci1 i2
) (r+ 2) (r+ 2) =

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk l ∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lx j 1 ⋯ ∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx j r ∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lu jk

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx j1 ∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lx

2
j 1 ⋯ ∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx j rx j1 ∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lu jkx j1

� � � � �

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx j r ∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lx j1x j r ⋯ ∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lx

2
j r ∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lu jkx j r

∑
m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lu jk ∑

m

j= 1
∑

qj

k, l= 1
g jk lu j kx j1 ⋯ ∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lu jkx j r ∑

m

j = 1
∑

qj

k, l= 1
g j k lu j ku j l

- 1

(16)

2. 2　位置参数和尺度参数的置信限估计

　　位置参数 Λ= a+ b1x 1+ b2x 2+ ⋯+ brx r和尺度参数 Ρ的最佳无偏整体估计为:

Λδ = aδ + bδ1x 1 + bδ2x 2 + ⋯ + bδrx r (17)

Ρδ= Ρδ (18)

Λ和 Ρ的置信度为 Χ的单侧置信下限和单侧置信上限分别由下面诸式给出:

ΛL = aδ + bδ1x 1 + bδ2x 2 + ⋯ + bδrx r - uΧ Ρδ c11 + 2∑
r

i= 1
c1 ( i+ 1) x i + ∑

r

k, l= 1
c (k+ 1) ( l+ 1) x kx l (19)

ΛU = aδ + bδ1x 1 + bδ2x 2 + ⋯ + bδrx r + uΧ Ρδ c11 + 2∑
r

i= 1
c1 ( i+ 1) x i + ∑

r

k, l= 1
c (k+ 1) ( l+ 1) x kx l (20)

　　　　ΡL = (1 - uΧ c (r+ 2) (r+ 2) ) Ρδ (21)

　　　　ΡU = (1 + uΧ c (r+ 2) (r+ 2) ) Ρδ (22)

2. 3　百分位值的置信限估计

　　随机变量 y 的概率为 P 的百分位值 y P 的无偏估计量 yδP由下式给出:

y
δ

P = a
δ + ∑

r

i= 1
b
δ

ix i + Ρδln ln
1

1 - P
(23)

　　百分位值 y P 的置信度为 Χ的单侧置信下限 y PL和单侧置信上限 y PU分别由下面两式给出:

y PL = aδ + ∑
r

i= 1
bδix i + Ρδln ln

1
1 - P

- uΧ Ρδ c11 + 2c1 (r+ 2) ln ln
1

1 - P
+ c (r+ 2) (r+ 2) ln ln

1
1 - P

2

+

　　　　2∑
r

i= 1

c1 ( i+ 1) x i + 2ln ln
1

1 - P∑
r

i= 1

c ( i+ 1) (r+ 2) x i + ∑
r

k, l= 1

c (k+ 1) ( l+ 1) x kx l

1ö2

(24)

y PU = a
δ + ∑

r

i= 1
b
δ

ix i + Ρδln ln
1

1 - P
+ uΧ Ρδ c11 + 2c1 (r+ 2) ln ln

1
1 - P

+ c (r+ 2) (r+ 2) ln ln
1

1 - P

2

+

　　　　2∑
r

i= 1
c1 ( i+ 1) x i + 2ln ln

1
1 - P∑

r

i= 1
c ( i+ 1) (r+ 2) x i + ∑

r

k, l= 1
c (k+ 1) ( l+ 1) x kx l

1ö2

(25)

　　由于任一连续函数均可用多项式来近似,因此在实际问题中经常碰到回归方程为多项式的情况,即

y = a + b1x + b2x 2 + ⋯ + brx
r + Ε　　　Ε～ EV (0, Ρ) (26)

此时,令 x i= x
i, i= 1, 2,⋯, r,则式 (26)将转化为式 (1)的情况,同样可用上述方法进行回归分析。
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3　正态分布截尾数据的多元线性回归

　　对于随机变量 y 遵循正态分布的情况,设

y = a + b1x 1 + b2x 2 + ⋯ + brx r + Ε　　　Ε～ N (0, Ρ2) (27)

此时,只要将式 (12)、(13)和 (14)改成下面三式:

u jk =∫
1

0

n j !
(k - 1) ! (n j - k) !

p k- 1
k (1 - p k) n j - k5 - 1 (p k) dp k (28)

v j kk =∫
1

0

n j !
(k - 1) ! (n j - k) !

p k- 1
k (1 - p k) n j - k [5 - 1 (p k) ]2dp k - u2

jk (29)

v j k l =∫
1

0∫
p l

0

n j !
(k - 1) ! ( l - k - 1) ! (n j - l) !

p k- 1
k (p l - p k) l- k- 1 (1 - p l) n j - l5 - 1 (p k) ×

5 - 1 (p l) dp kdp l - u jku j l　 (k < l) (30)

则式 (3)～ (11)仍然成立。此时回归曲线及其上、下限分别为:

y
δ = a

δ + b
δ

1x 1 + b
δ

2x 2 + ⋯ + b
δ

rx r (31)

yL = aδ + bδ1x 1 + bδ2x 2 + ⋯ + bδrx r - uΧ Ρδ c11 + 2∑
r

i= 1

c1 ( i+ 1) x i + ∑
r

k, l= 1

c (k+ 1) ( l+ 1) x kx l (32)

yU = a
δ + b

δ
1x 1 + b

δ
2x 2 + ⋯ + b

δ
rx r + uΧ Ρδ c11 + 2∑

r

i= 1
c1 ( i+ 1) x i + ∑

r

k, l= 1
c (k+ 1) ( l+ 1) x kx l (33)

标准差 Ρ的单侧置信限仍由式 (21)和 (22)给出

　　随机变量 y 的概率为 P 的百分位值 y P = a+ ∑
r

i= 1
bix i+ uP Ρ的无偏估计量 y

δ
P由下式给出:

y
δ

P = a
δ + ∑

r

i= 1
b
δ

ix i + uP Ρδ (34)

　　百分位值 y P 的置信度为 Χ的单侧置信下限 y PL和单侧置信上限 y PU分别由下面两式给出:

　　y PL = aδ + ∑
r

i= 1
bδix i + uP Ρδ - uΧ Ρδ c11 + 2c1 (r+ 2) uP + c (r+ 2) (r+ 2) u2

P + 2∑
r

i= 1
c1 ( i+ 1) x i +

　　　　　　　2uP∑
r

i= 1
c ( i+ 1) (r+ 2) x i + ∑

r

k, l= 1
c (k+ 1) ( l+ 1) x kx l

1ö2

(35)

　　y PU = aδ + ∑
r

i= 1
bδix i + uP Ρδ+ uΧΡδ c11 + 2c1 (r+ 2) uP + c (r+ 2) (r+ 2) u2

P + 2∑
r

i= 1
c1 ( i+ 1) x i +

　　　　　　　2uP∑
r

i= 1

c ( i+ 1) (r+ 2) x i + ∑
r

k, l= 1

c (k+ 1) ( l+ 1) x kx l

1ö2

(36)

4　结　论

　　 (1) 提出威布尔分布和极值分布的多元回归

分析方法,给出了回归参数的最佳无偏整体估计

公式及其协方差公式。

( 2) 给出威布尔分布、极值分布百分位值的

置信限估计,其百分率的置信限可以根据文献[ 4 ]

中的置信限等同性得到。

(3) 建立适用于正态分布截尾数据多元回归

分析方法,给出回归曲线的置信限和百分位值的

置信区间估计。

(4) 能够全面开发利用不同条件下试验数据

之间的横向信息,在试样数相同的情况下,比传统

方法具有更高的精度,而在精度相同的情况下,则

可以节省大量试样。

(5)定时截尾数据可参照文献[ 3 ]方法处理。
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